OPCION A

a 2+a 2a

a.-i)Dadalamatriz A=|0 a-1 3a|.Calcular surango en funcién de a. (6 puntos)

1 0 a
ii) Calcular A™ para a = 1. (4 puntos)

i)
a 2+a 2a a 2+a 2 a-2 2+a 0
Al=[0 a-1 3al=a-0 a-1 3=a|-3 a-1 O=a-1-a_32 ?i:
1 0 a 1 0 1 1 0 1
A=a-[(a-2)-(a-1)+3-(2+a)]=a-(a>-3a+2+6+3a)=a-(a? +8)=

a=0
a’+8=0=a’ =-8= a=+/-8 = No hay solucion en R
VaeR-{0}=|A = 0= rang (A)=3

Si|A|=O:>a~(a2+8)=0:>{

Sia=0
0 2 0 0 0 O

0 -1 0|=|0 -1 0|=rang(A)=2
1 0 0 1 0 0
b)
Una matriz tiene inversa cuando su deter minante no sea nulo
1 3 2 1 01
=0 o 3=9¢o:>ExisteA-l:A*:'i-(adj A)=>A =3 0 0|
1 01 2 31
0 1 1
0 -3 9 0 -3 9 3
adj A'={3 -1 -3 :>A‘1=1- 3 -1 -3|= 1 11
0 3 O o 0 3 0 3 19 3
0 3 0



b.- i) Discuta para qué valores de a el sistema siguientes es compatible:
(a+3)x+(2a-1)y=0
(a+1)x—az=a (7 puntos)
2x+(a-2)y-az=a
ii) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)
i)
a+3 2a-1 0] |a+3 2a-1 O
A=la+1 0 -a=ja-1 2-a 0
2 a-2 -a 2 a-2 -a
A =(-a)[(a+3)(2-a)-(a-1)-(2a-1)]=(-a)- [— a’ —a+6—(2a2 —3a+1)]= (- a)-(—3a2 +2a+5)

(-a)

a-1 2-a|

a+3 2a—]1_

a=0

i|A=0=a-(3a®-2a-5)=
Si|A|=0=>a-(3a" ~2a-5) Oj{Saz—Za—S:O:A:(—Z)Z—4-3-(—5):4+60:6420:>

5
2iﬁﬁ:>a=—g‘:§=§
2-3 2

Sia=-1
2 -3 0|0 2 -3 0|0 2 -3 0|0
0 0 1-1{=|0 0 1}-1|=|0 0 1]-1|=rang(A)=rang (A/B)=2 < Namero incgnitas
2 -3 11 0 0 11 0 0 00

Sistema Compatible Indeter minado

Sia=0

3 -1 0/0) (0 -1 oo} (0 -1 oo

1 0 00f=|1 0 0/0|=[1 0 0[0|=rang(A)=rang (A/B)=2 < Namero incognitas
2 2 o) (0 2 o) (0 0 o0p

Sistema Compatible Indeter minado



Continuacion del Problema b) de la Opcion A

i) Continuacién

Sia:E

3
“wor oy
3 3 0 14 7 010 2 1 000 2 1 000 2 1 000
§0—EE -55|=(8 0 -55|=(2 1 O0|0|=(0 0O O0P|=
o 3 ~1 -55) |6 -1 -5/5) |6 -1 -5/5] |6 -1 —55
? 73 T3l
rang (A) = rang (A/B)= 2 < Numero incognitas = Sistema Compatible Indeter min ado
i)
Si a = -1 = Sistema Compatible Indeter minado
2 -3 0/0

0 0 11 :>z=—1:>2x—3y=0:>2x=3y:>x=%y:>80lucién:>(x,y,z)=@/1,i,—1j
0 0 0|0

Si a = 0 = Sistema Compatible Indeter minado

0 -1 0[0

1 0 00|=>-y=0=y=0=x=0= Solucion=(x,y,z)=(0,0, u)
0 0 0[0

Sia= g = Sistema Compatible Indeter minado

2 1 01l
00 oo::2x+y=o:>y=—mu36x—@2@—5z=5:5z=8x—&3z=§x—L:
6 -1 55

Solucion = (x, y, z)=[a : —Za,ga—lj



¢) Sea la funcion f (x) = sen (2x) - x. Demostrar que la funcion f(x) tiene exactamente tres

. T .
ceros en el intervalo (—E , Ej .O sea, debe probar que existen exactamente tres

T T
valores de x en el intervalo [— E , EJ tales que f (x) = 0. (10 puntos)

Teniendo en cuenta el Teorema de Bolzano que determina que si f(x) es continua en el
intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo

[sign f(a) # sign f(b)], entonces existe, al menos, un punto C € (a ,b) tal que f(c) =0

La funcion dada f (x) = sen (2x) - X es continua en todo su dominio, que es la recta real, y

ademas es derivable en todo ese dominio por lo tanto en el intervalo {—— . E} y como:

f(—%j:sen {2-(—%}}—(—%}=5en (—;r)+%:sen (ﬂ)+%=0+%=%>0
f(%jzsen [Z(%H—%:sen (n)—%=0—%=—%<0

V4 V4 T T
por lo tanto [sign f(—E) # sign f(E)]’ entonces existe, al menos, un punto C € (_E , Ej
tal que f(c) = 0 que es la Unica solucién posible.

Veamos si hay mas puntos que cumplen esta condicion.

Establezcamos los extremos relativos que existen en este intervalo y que nos determinaran
intervalos diferentes en donde se puede cumplir la condicién f(c) =0

f'(x)=2cos (2x)-1= f'(x)=0=>2cos (2x)—1= 0= 2 cos (2x)=1=> cos (2x):%:>

2X = 6094360077 =~ + 2kt = X = -+ kx
2X=arccos| — | = 3 6 keZ =
5r 5r
2x = 300°4-360°-7 = ?+ 2kr = x = ?+ kz

k=0="¢ —z,z
6 2 2 [_z zj
craofre (4.9 ¥
= Estudiaremos los intervalos _f,ﬁ =
5r T T 6 6
k=0=>—¢e|-—,—
6 2 2 (z Zj
k=1 g Z[ Z % 6'2
6 6 2 2



Continuacion del problema c) de la opcién A

()2 (5|5t -t }
(e N R i o S

sign f (—zjq&sign f (—Zj: Existe d e(—z,—zj: f(d)=0
2 6 2
= <0

(Rl g5
(5o (525

sign f [—zjisign f (EJ: Existeee(—z,zJ: f(e)=0
6 6 6 6

|
Il
w
D
>
—~
N
N—"
+
Il
o
+
NN
Il
|
\%
o

71—3\/5

=

f(z = sen {2-(£ﬂ—%:5en (ZJ_EZE_EZ W37 >0

6 6 2 6 6

0 =
flZ =sen|2:| Z||-Z=sen(z)-Z=0-2=-Z<0
2 2 2 2 2 2

sign f zj;«rssign f (zj: Existe he(z,zj: f(h)=0
6 2 6 2

Queda demostrado que son tres, d, e y h, los puntos de corte de la funcion con el eje OX en el
intervalo estudiado




d) Haga un dibujo del recinto limitado por las curvas y;(x) =4 - X2, ya(X) = X2, (4 puntos)
Calcular el area de este recinto. (6 puntos)

Y

) X =
Cortes entre funciones => 4—x? = x> =>4-2x*> =0= 2x* =4 = x? :2:>x=4_r\/§:>{

X=—/2
y,(=x)=4-(- x)2 =4—x? = y,(x) = Simétrica respecto a OY -
= x? = y,(x) = Simétrica respecto a OY

A= 2?4 x?) dx 2fx dx 2]4 2x?)dx = 2-4- [x]} —22—[ *[* =8 (v2-0)- (\/2_3—03)

0

A:Bﬁ_g.zmsﬂgﬂﬁjﬂ%ﬁuz



OPCION B
Xx-=2 y+1 z-1
2 1
i) Calcular la ecuacién general del plano que contiene el punto P y la rectar. (4 puntos)
i) Calcular el punto simétrico de P respecto a la recta r. (6 puntos)

a) Consideremos el punto P (1, 2, 3) ylarecta I :

i) El plano 7 queda determinado por el vector director de la recta r, por el vector PR, siendo R
un punto cualquiera de la recta r (tomaremos el determinado en su ecuacién) y por el vector
PG, siendo G el punto genérico del plano. Los tres vectores son coplanarios (pertenecen al
mismo plano) y por ello el determinante de la matriz que forman es nulo y la ecuacion pedida

Siendo R(2,-1,1)

v, =(3,2,1) x-1 y-2 z-3
PR=(2,-1,1)-(1,2,3)=(1,-3,-2) =nr=| 3 2 1(=0=>
PG=(x,y,z)-(,2,3)=(x-1,y-2,2-3) 1 -3 -2

2)-9(z-3)-2(z-3)+3-(x-1)+6-(y-2)=0
2)-11(z-3)=0=>7=x-7y+112-20=0

( ) (x=1)+(y -
(-2)- (x-1)+7 (y-
ii) Siendo S el punto genérico de la recta r, el vector PS es perpendicular al vector director de la

recta siendo su producto escalar nulo, y con ese operacion calculamos el punto Q, en la recta,
gue es el punto medio entre P y su simétrico P’

Xx=2+31
. y=_1+2/1:>{PS=(2+3/1,—1+22,1+l)—(1,2,3)=(1+3Z,—3+22,—2+/1):>

2=1+1 v =(8.2,1)
PSLv, =PS-v, =0= (1+34,-3+24,-2+4)-(3,2,1)=0=>3+94-6+41-2+A=0=
x:2+3-i
14
511440144 =5=> A== =0Qly=-1+2.2 Q[ _4 19)_ (43 219
14 14 14" 1414 14 714
5
z=1+—
14
BT X 14114, =86 = 14x, = T2 = x5 = 12 = 0
14 2 14 7
2 14X, 11 36 11 12
-——= =>7+7Y, =4=>7y, =-1ll=2>y, =—— =2P|—,—-——,—
o= Ve Ve Ve (7 : 7)
1 M0 144147, =385 14x, =24 x, = 22222
14 2 14 7




b)
i) Discutir para qué valores de a y b el sistema siguientes es compatible:
(a-1)x+5ay+az=a—-b
y—2az=a+b (7 puntos)
3ay+(2-a)z=b
ii) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

a-1 b5a a
A=l 0 1 -2a=(a-1)-
0 3a 2-a

1 -2a

s .o~ (@D-(2-ar6a’)=si|A=0=(a-1)-(2-a+6a’)=0

a-1=0=a=1
6a’-a+2=0=>A=(-1)-4-6-2=1-48=-47 < 0= No hay soluciones reales
VaeR-{l}=|A =0= rang(A)=3 = Namero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

Sia=1
05 1f[- 0 2 01-2b 0 2 0[1-2b 0 2 0] 1-2b
0 1 -21+b|=|{0 7 O01+3b|=|0 14 02+6b|={0 0O 0-5+20b|=-5+20b=0=
03 1|hb 0 3 1 b 0 3 1] b 0 3 1] b
5 1
20 4

20b=5=>b=—=
20

Sia=1yb=">= rang(A)=rang(A/B)= 2 < Nimero de incognitas = Compatible Indeter min ado

1
4

Sia=1lyb= % = rang(A)=2 = rang(A/B)=3 = Sistema Incompatible

Sia=1lyb= % — Sistema Compatible Indet er min ado

3
05 14 0 20 43 0 20 4|3 0 20 4|3 0 20 43
01—22504—8550 44 011 |=|0 4 0|1 |=|0 4 01|=>
03 1)1 0 12 411 0 -8 0]-2 0 -8 0]-2 0 0 0[0
4

4y:1:>y:l:>20-£+4z:3:>5+4z:3:>4z:—2:>z:—g:—l
4 4 4 2

. 1 1
S I 5 1 i = i’_’__
olucion = (x, y, z) ( 7 2]



c) Sea la funcion f (x) = L _ L

Xx-1 x-2
i) Calcular los extremos de la funcién f (x). (7 puntos)
i) Estudiar cuando la funcién f (x) es concava o convexa. (3 puntos)

D)
f'(X):— 1 + 1 :(X_l)z_(x_z)z:X2—2X+1—(X2—4X+4):X2_2X_|_]__X2+4X_4

(x-1  (x-2f  (x-2f(x-2f (x-1(x-2)° (x-1)*(x—2)°

2x—3>0:>x>%

f'(x):%:mecimiento: f‘(x):O:%x):> (X1 > 0= Vx e R

-1y (x-2) (x-1)(x-2) (x-2) >0=> vxe®R

3
. 3 .
2
3
) () (+)

(x—1)°>0 (+) )

(x-2°>0 (+) ()

Solucion (-) (+)
Decreciente VXGER/X<% Creciente VXGSR/X>§
o retivo x 23 s ([ 1 1 1 1,
Minimo relativo X—2:>f(2j—3 3 =7 1_2+2_4

S 2 = =
2 2 2 2
i)
f.,(x):2(x—1)2(x—2)2—[2(x—1)(x—2)2+2(x—1)2 (x-2)|(2x-3) _
(x=1)'(x-2)'
o(x)= o =2) 2 (x=1) (x=2)-[2 (x~2)+ 2 (x~D}2x - 3)}
(1) (x—2)
o(x) = 2(x? ~3x+2)-(2x-4+2x-2) (2x-3) _ 2x* ~6x+4-(4x-6) (2x-3) _
(-1 (x—2 2]
(x) = 2x* —6X+4-(8x* ~12x-12x+18) _ 2x* —6x+4-8x*+24x-18 _ —6x" +18x-14
(x=1)(x—2)° (x—1F(x - 2) (x—1F (x—2)

—6X% +18Xx—-14=0= (- 2)-(3x —9x+7)=0=>3x> —9x+ 7=0=> A = (-9 —=4.3.7=7>0

sl
9+47 |76 S f(x)= 6 6

N -2

2-3 X_g_ﬁ
6




Continuacion del problema c) de la Opcion B

Concavidad = f"(x)>0= f"(x)= P >0=
X— X—
_2<0=VXxeR
x—9+6ﬁ>0:>x>9+6ﬁ=1'94
—9_6ﬁ>o:>x>9_ﬁ=1,05
(x-1>0=>x-1>0=>x>1
(x=2>0=>x-2>0=>x>2
97 9+4/7
- 1 —_— 2 o0
6 6
2<0 ) ) ) -) -)
x> 1 (-) (+) (+) (+) (+)
X> 2 (-) -) -) -) (+)
x>9‘6‘/7 () () (+) (+) (+)
x>9+6‘/7 () () () (+) (+)
Solucién -) (+) -) (+) -)

Concavidad VX e iR/(l< X < 9 _6\/7JU(9+6\/7 < X< ZJ

9-47 9447
—6 < X< 6

Convexidad VX e SR/(X < 1)u[

ju<x>z>

X
d) Calcule la siguiente integral indefinida: J. dx (10 puntos)

x* +x°
2
i Tt e BV O e ()11
X+1)x X X+1)X

x=-1=A- (-1 +B-(-1)- (-1+1)+C (-1+1)=-1-1= A= -2
x=0=A-0°+B-0-(0+1)+C(0+1)=0-1=C=-1

Derivando = 2Ax + B(x+1)+ Bx+C =1=x=0=2A-0+B(0+1)+B-0+C=1=B+C=1=

x-1 -2 2 -1

B-1=1=-B=2= > = +—+—
(x+1)x*  x+1 x X

x-1 dx dx dx 1 X2 1
jx3+x2 dx:—ZJX—H+2I7— 7:—2-In(x+1)+2-lnx—_—lx1:In (x+1)2+;+K

10



