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OPCIÓN A 

a.- i) Dada la matriz 
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. Calcular su rango en función de a. (6 puntos) 

ii) Calcular A-1 para a = 1. (4 puntos) 
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b.- i) Discuta para qué valores de a el sistema siguientes es compatible: 
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ii) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado. (3 puntos) 
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Continuación del Problema b) de la Opción A 
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c) Sea la función f (x) = sen (2x) - x. Demostrar que la función f(x) tiene exactamente tres 

ceros en el intervalo 
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tales que f (x) = 0. (10 puntos)  

Teniendo en cuenta el Teorema de Bolzano que determina que si f(x) es continua en el 
intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo 
 [sign f(a) ≠  sign f(b)], entonces existe, al menos, un punto ( )b,ac∈  tal que f(c) = 0 
 
La función dada f (x) = sen (2x) - x es continua en todo su dominio, que es la recta real, y 

además es derivable en todo ese dominio por lo tanto en el intervalo 
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por  lo tanto [sign f(
2
π
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π
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
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−∈

2
,

2
ππc  

tal que f(c) = 0 que es la única solución posible. 
 
Veamos si hay más puntos que cumplen esta condición. 
Establezcamos los extremos relativos que existen en este intervalo y que nos determinaran 
intervalos diferentes en donde se puede cumplir la condición  f(c) = 0 
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Continuación del problema c) de la opción A 
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Queda demostrado que son tres, d, e y h, los puntos de corte de la función con el eje OX en el 
intervalo estudiado 
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d) Haga un dibujo del recinto limitado por las curvas y1(x) = 4 - x2, y2(x) = x2. (4 puntos) 
Calcular el área de este recinto. (6 puntos) 
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OPCIÓN B 

a) Consideremos el punto P (1, 2, 3) y la recta 
1

1
2

1
3

2: −
=

+
=

− zyxr  

i) Calcular la ecuación general del plano que contiene el punto P y la recta r. (4 puntos) 
ii) Calcular el punto simétrico de P respecto a la recta r. (6 puntos)  

i) El plano π  queda determinado por el vector director de la recta r, por el vector PR, siendo R 
un punto cualquiera de la recta r (tomaremos el determinado en su ecuación) y por el vector 
PG, siendo G el punto genérico del plano. Los tres vectores son coplanarios (pertenecen al 
mismo plano) y por ello el determinante de la matriz que forman es nulo y la ecuación pedida 
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ii) Siendo S el punto genérico de la recta r, el vector PS es perpendicular al vector director de la  
recta siendo su producto escalar nulo, y con ese operación calculamos el punto Q, en la recta, 
que es el punto medio entre P y su simétrico P’ 
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b) 

 i) Discutir para qué valores de a y b el sistema siguientes  es compatible: 
( )

( )

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
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51

(7 puntos) 

ii) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado. (3 puntos) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
{ } ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) 





 −=⇒

−=−=⇒−=⇒=+⇒=+⋅⇒=⇒=

⇒















≡

















−−
≡

















−−
≡
















−≡























−

⇒==

⇒=≠=⇒≠=

⇒<==⇒==

==⇒=

⇒=+−⇒















+−
−

≡















+
−

≡















+
−

≡















+
−

−

=

⇒==⇒≠⇒−ℜ∈∀




⇒<−=−=⋅⋅−−=∆⇒=+−
=⇒=−

=+−⋅−⇒=⇒+−⋅−=
−

−
⋅−=

−
−

−
=

2
1,

4
1,,,

2
1

4
22434534

4
120

4
114

0
1
3

000
040
4200

2
1
3

080
040
4200

2
11
3

080
0440
4200

1
5
3

4120
840

4200

4
1
4
5
4
3

130
210

150

mindet
4
11

3/2
4
11

mindet2/
4
11

4
1

20
5520

0205205
21

130
000
020

62
21

130
0140
020

31
21

130
070
020

1
1

130
210

150

1

min301

0474812641026
101

06210621
23

21
1

230
210

51

22

22

λzyxSolución

zzzzyy

adoerInCompatibleSistemabyaSi

leIncompatibSistemaBArangArangbyaSi

adoerInCompatibleincognitasdeNúmeroBArangArangbyaSi

bb

b
b

b
b

b
b
b

b
b
b

b
b
b

aSi

adoDeterCompatibleSistemaincognitasdeNúmeroArangAa

realessolucioneshayNoaa
aa

aaaASiaaa
aa
a

a
aa
a

aaa
A
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c) Sea la función  ( )
2

1
1

1
−

−
−

=
xx

xf  

i) Calcular los extremos de la función f (x). (7 puntos) 
ii) Estudiar cuando la función f (x) es cóncava o convexa. (3 puntos) 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )











ℜ∈∀⇒>−
ℜ∈∀⇒>−

>⇒>−

⇒>
−−

−
⇒=⇒⇒

−−
−

=

−−
−+−+−

=
−−

+−−+−
=

−−
−−−

=
−

+
−

−=

xx
xx

xx

xx
xxfoCrecimient

xx
xxf

xx
xxxx

xx
xxxx

xx
xx

xx
xf

i

02
01

2
3032

0
21

320'
21

32'

21
4412

21
4412

21
21

2
1

1
1'

)

2

2
2222

22

22

22

22

22

22

22

          ∞−               
2
3

          ∞  

2
3

>x  
 

( - ) 
 

( + ) 

(x – 1)2 > 0 ( + ) ( + ) 
(x – 2)2 > 0 ( + ) ( + ) 
Solución ( - ) ( + ) 

 

Decreciente 
2
3/ <ℜ∈∀ xx      Creciente 

2
3/ >ℜ∈∀ xx  

Mínimo relativo 422

2
1

1

2
1
1

2
2
3

1

1
2
3

1
2
3

2
3

=+=
−

−=
−

−
−

=





⇒= fx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ){ }
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )33

2222

33

2

33

22

33

22

33

2

33

2

44

44

2222

21

6
79

6
792

''

6
79

6
79

32
79

077349079307932014186

21
14186

21
18248462

21
1812128462''

21
3264462

21
322242232''

21
32122221221''

21
32212212212''

)

−−








 −
−⋅







 +
−⋅−

=⇒










−
=

+
=

⇒
⋅

±
=

≥=⋅⋅−−=∆⇒=+−⇒=+−⋅−⇒=−+−

−−
−+−

=
−−

−+−+−
=

−−
+−−−+−

=

=
−−

−−−+−
=

−−
−−+−−+−

=

−−
−−+−−−−−−

=

⇒
−−

−−−+−−−−−
=

xx

xx
xf

x

x
x

xxxxxx

xx
xx

xx
xxxx

xx
xxxxxxf

xx
xxxx

xx
xxxxxxf

xx
xxxxxxxxf

xx
xxxxxxxxf

ii
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Continuación del problema c) de la Opción B 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )















>⇒>−⇒>−
>⇒>−⇒>−

=
−

>⇒>
−

−

=
+

>⇒>
+

−

ℜ∈∀⇒<−

⇒>
−−








 −
−⋅







 +
−⋅−

=⇒>⇒

20202
10101

05,1
6

790
6

79

94'1
6

790
6

79
02

0
21

6
79

6
792

''0''

3

3

33

xxx
xxx

xx

xx

x
xx

xx
xfxfConcavidad

 

 

       ∞−            1     
6

79 −
      

6
79 +

  2         ∞  

-2 < 0 ( - ) ( - ) ( - ) ( - ) ( - ) 
x > 1 ( - ) ( + ) ( + ) ( + ) ( + ) 
x > 2 ( - ) ( - ) ( - ) ( - ) ( + ) 

6
79 −

>x  
 

( - ) 
 

( - ) 
 

( + ) 
 

( + ) 
 

( + ) 

6
79 +

>x  
 

( - ) 
 

( - ) 
 

( - ) 
 

( + ) 
 

( + ) 

Solución ( - ) ( + ) ( - ) ( + ) ( - ) 
 

Concavidad 







<<

+
∪







 −
<<ℜ∈∀ 2

6
79

6
791/ xxx  

Convexidad ( ) ( )2
6

79
6

791/ >∪






 +
<<

−
∪<ℜ∈∀ xxxx  

 
 

d) Calcule la siguiente integral indefinida: dx
xx

x
∫ +

−
23

1
 (10 puntos) 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )

K
xx

xxxx
x
dx

x
dx

x
dxdx

xx
x

xxxxx
xBB

CBCBBAxCBxxBAxDerivando
CCBAx

ACBAx

xxCxBxAx
xx

xCxBxAx
x
C

x
B

x
A

xx
x

++
+

=
−

−⋅++⋅−=−+
+

−=
+
−

−
++

+
−

=
+
−

⇒=⇒=−

⇒=+⇒=+⋅+++⋅⇒=⇒=++++⇒




−=⇒−=+++⋅⋅+⋅⇒=
−=⇒−−=+−++−⋅−⋅+−⋅⇒−=

−=++++⇒
+

++++
=++

+
=

+
−

−∫∫∫∫
1

1
ln

1
1ln21ln22

1
21

12
1

2
1

1211

11010020112
1101010000

2111111111

111
1

11
11

1

2

2
1

223

22

2

2

2
2

2

22
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